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Definisjon

Et komposittmaterial er et materiale som
bestar av en eller flere diskontinuerlige
"biter” (fiber,armering) som er plassert i
en kontinuerlig masse (matrise).

Matrisens oppgaver er & binde fibrene
sammen, overfgre laster mellom fibrene
og beskytte mot miljg og ytre skader.
Fibrenes oppgave er ata opp krefter.

@mposi ttseminar Innledni@

Egenskaper

Egenskapene til et komposittmaterial er
avhengige av egenskapene til fiber og
matrise samt mengdeforholdet mellom
disse. Armeringens geometri er ogsa
viktig.

Klassifisering

Kompositter er klassifisert etter
fibergeometrien.

e To hovedklasser

o Partikkelkompositter
e Fiberkompositter
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Partikkel-kompositter

e Kompositter armert med partikler.
Disse kan veere av

e ulike geometriske former (kubiske,
kuleformet etc.)
e ulike materialer (gummi, metall, plast
etc.)
e Har generelt liten bruddstyrke

e Blir ikke behandlet videre i dette
seminaret.
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Fiber-kompositter

Dette er den viktigste klassen med
kompositter. Fiber-kompositter har sveert
hgy styrke.

Kan videre deles i to klasser:
e Ett-lags (Single layer)

_

4

e Multi-lags (Multi layer)

Q Andersen
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Bruksomrader

e Enkle industrielle produkter som

e Bokser og beholdere
e Sykler og annet sportsutstyr
e HI-FI

e Off-shore virksomhet

e Stigeledninger
e Overbygninger

e Baerende konstruksjoner

e Bruer
e Chassis

o Luftfart, romfart og krigsindustri
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Ensrettede kompositter
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Nomenklatur

Ensrettede komposn@

N

f m

e m - matrise

o f-fiber

e C - kompositt

e 1 -lengderetning

e 2 0g 3 -tverretning

\Q Andersen
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Ensrettede kompositter

Et laminat er bygget opp av flere lag.
Hvert lag bestar av parallelle fiber lagt i
en matrise. Lagene kan gjerne ha
forskjellige fiberorienteringer

laminat

Pga. strukturen til et ensrettet kompositt
er egenskapene forskjellige i tverr- og
lengderetning.

. Andersen 1
& v




@)mpoﬂttsaninar Ensrettede komposit@

Volum-/vektandeler

En av de viktigste faktorene som
bestemmer et kompositts egenskaper er
mengdeforholdet mellom fiber og
matrise.

Forholdet kan beskrives vha.
e Volumandel
e Vektandel

Dette er to likeverdige
beskrivelsesmetoder.

@mpos’ttseminer Ensrettede kompositte}

Volumandeler

e v, volum kompositt
e v, volum matrise
e v; volum fiber
® V. =Vf+ Uy
Def. volumandel
V=4 oy, = (1)

Ve Ve

Vektandeler

e w,. vekt kompositt
e w,, vekt matrise

e wy vekt fiber

® W, = Wy + W

Def. vektandel
_wy Wy,

Wy = Wy =— 2
We We
\QAndersen 9 \QAndersen y
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Tettheten p gir en sammenheng mellom
de to malene:
We = W + Wy ©)
Pe = PFUF + Prntim @) Innledning
gir
v Um,
Pec = pf_f + pmf (5)
Ve Ve
eller For & kunne foreta analyser av
B konstruksjoner hvor kompositt-
pe = PsVs+ PV ©) materialer benyttes ma de ngdvendige
Tilsvarende stivhetsegenskapene bestemmes. Dvs.
1 elastisitetsmoduler i lengde og
pe (7

= Wi/ps) + W/ pm)

\QAndersen w

tverretning, skjeermodul og Poissons
forhold.
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Styrke og stivhet i lengderetning
Anta at fibrene er uniforme mhp.
egenskaper og diameter, kontinuerlige og
parallelle gjennom hele komposittet og at
det er full heft mellom matrise og fiber. Ay An
o, = O’fA— + om 1 (20)
C C
Da fibrene er parallelle kan vi benytte (1)
Oc = vaf + Um‘/m (11)
Lineeert elastisk tilfelle:
Deriverer mhp. tgyningene
E(; = Ef‘/rf + Em‘/m (12)
ST m = (11) og (12) indikerer at bidragene fra
e A;,i=c, f,m er de respektive areal fiber og matrise er proposjonal med
Far da: volumandelene. "Rules of mixtures”
P.=P;+ P, (8)
PC = U(;AC = UfAf + UmAm (9)
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Ikke-linezert elastisk tilfelle:
Det er ogsa interessant & se hvor mye av . )
kreftene som taes opp av fibrene i Generelt vil ikke et kompositt deformeres
komposittet. Finner: etter lineeer teori. Deformasjonsforlgpet
vil veere som fglger:
5 By B (13) 1) Fiber og matrise deformeres linezert
P. (E;/E, Vin/V, .
e (By/En)+ (Vm/Vy) elastisk
2) Fibrene deformeres linesert mens
100 Lasttatt op av e gt som prosent av ttal komposiast matrisen gar over i en ikke-lineaer fase

Ef/Em=100

3) Bade fiber og matrise deformeres

ikke-lineaert
80+

4) Fibrene far brudd, etterfulgt av

kompositt brudd
60

Kommentarer:

PflPc x 100

40 1) Her har (12) ubegrenset gyldighet

2) Ikke-linezer oppfarsel av matrise:
E. = EfVy + %=V,

3) Bade fiber og matrise deformeres

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ikke-lineeert (11)
0 02 0.4 0.6 0.8 1

Fiberandel Vf

20

4) Fibrene far brudd, etterfulgt av
kompositt brudd

\QAndersen y \QAndersen y




@)mposinseminar Ensrettede kompositte} @mpos’ttseminer Ensrettede kompositte}
° — Spro. Legg merke til at (15) gir en
% % Duie komposittstyrke som er lavere enn
- * Bruad matrisens styrke, mens (14) bade kan gi
hgyere og lavere. Setter (14) lik (15):
a. —e
- / ¢ B \4=500/° o—quf + (0—m)€}(1 - Vf) = O—mU(I - ‘/f) (16)
/C ””” V=25%"® Vi €F definert som minimum fiberandel
(OQ)EV EEE— 11} (Vf = ‘/min)y far da;
* € Omu — (Um)e*
K Vmin = d (17)
O fu + O — (Um)e}
* Vi > Viin;fiberbrudd — komposittbrudd Vimin gir dermed en uinteressant starrelse,
- Gir fglgende uttrykk for definerer derfor V,,.;; som forholder seq til
maksimalspenningen i komposittet: en ny nedre styrkegrense, o,,,
Ocy = Ufuvf + (Um)f}(l - Vf) (14) Ufuvf + (U1n)57(1 - Vf) > Omu (18)
o Vi < Vin;fibrene tar ikke opp krefter for Gir
€> ¢} —
f Omu ( Om ) et
) Vopir = ——— (19)
- Gir fglgende uttrykk for o — (Om)er
maksimalspenningen i komposittet: !
Ocy = Um'u(l - Vf) (15)
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Styrke og stivhet i tverretning
Anta at fibrene er uniforme mhp. Volum er proposjonale med ¢. Vi far
egenskaper og diame_ter, kontinue_rlige og o=V + enVin (20)
parallelle. Hvert lag (fiber og matrise) er
dessuten uniformt mhp. tykkelsen t¢. Hvis deformasjonsforlgpet er lineeert
Komposittet er utsatt for spenninger i elastisk
1 Vi W,
— = 21
e ot A et e T -
) m f Vi har na funnet uttrykk for
t - M elastisitetsmodulen til komposittet i
. m lengde- (12) og tverretning (21). Disse
Yoo’ kalles hhv. E; og Er
§ - -
a m { _2t;
HHHH HHHH [& t =2atb Mens (12) varierer linegert med
volumandelene er (21) ikke-lineger. Merk
tverretning. Hvert lag vil dermed beere at det kreves relativt mye hgyere
den samme last eller Spenning fiberandel for a gke stivheten til
o0 — . komposittet i tverretning enn i
7 = Tm =% lengderetning
® 5. =07+ 0 '
® 0. = €cte Dette er imidlertid en meget ungyaktig
° 6171, = €mtm tilneermelse.
L] 5f = Eftf
\QAndersen y \QAndersen y
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Generelt vil et snitt besta av bade fiber og
matrise, noe som gjgr at kreftene
fordeles mellom de to. Antagelsen om

[¢]
o0 |®© )
o o
o o o °
o o o
o

samme spenning i fiber, matrise og
kompositt er dermed ungyaktig.

Vi gnsker derfor en bedre tilnaerming

@mpos’ttsemina Ensrettede kompositte}

Halpin-Tsai

Halpin og Tsai har utviklet generelle og
enkle uttrykk for Er. Resultatene er
darlige hvis V; blir for stor.

Er 1+ f?]Vf

b A B A 22

Em 11— 7]‘/f ( )
hvor

7 (Ef/EM) +¢
mens ¢ er avhengig av fiber og
"pakkings” geometri. F.eks. er £ =2 for
sirkuleere og kvadratiske fiber.

200

150

Ef/Em=2,5,10,20,50,100,200
100

Et/Em

50

o =——
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Vi

Observerer at Er << Ey og at E,, har en
relativt stor innvirkning péa Er.

\QAndersen y \QAndersen 9
@mpos‘ttsa'ninar Ensrettede komposn@ @mpos‘ttseminar Ensrettede komposme}
Tverrstyrke Skjeermodul

I lengderetning er det hevet over enhver
tvil at fibrene gker styrken i komposittet.
Fibrene tar pga. sin enorme styrke opp
store deler av belastningen.

Nar det gjelder tverretning er bildet mer
komplisert. | neerheten av fibrene oppstar
det spenningskonsentrasjoner som gjar
at komposittet kan ryke for lavere
spenninger enn det den uarmerte
matrisen ville ha gjort. Mye arbeid er
derfor lagt ned for & finne en
styrke-reduksjonsfaktor S.

Den maksimale spenningen kan da
skrives som

Omu
ory = S (24)
\QAndersen y

Antar den samme modellen som for
tverrstivhet men belaster ren skjeer.
(Konstant spenningsmodell)

AN, Aéoi
a LLLI ‘ e
t f m -

t;a m f t=2t;
= t,=2at+b
8 Tf="Tm=Tc
e Ac=Ap+ A,
o Ar— = r)/(:t(-
L Am = ﬁ/mtm
o Ap =1yt

\QAndersen y
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Dette gir

Hvis deformasjonsforlgpet er lineaert
elastisk

Denne tilneermelsen har selvsagt de
samme begrensninger som modellen for
Er hadde. Det kreves derfor mer
avanserte metoder for & finne paliteligere
resultater.

\QA ndersen

Ve = 'vaf + YmVin (25)

Te Tf Tm
—=Av:+21V, 26
¢."c G, (<0

Benytter spenningsantagelsen

1 Vf ‘/m
— = 27
G(’ Gf Gm ( )
eller
Gme

Gur=G.=——"—— 28
M Gm,‘/f + Gf‘/m, ( )

Ensrettede komposit@
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Halpin-Tsai

Halpin og Tsai har utviklet generelle og
enkle uttrykk for G r. Resultatene er
seerlig gode hvis V; ikke gar opp mot 1.

Gir  1+&nV;

0 0.2 04 4 06 0.8 1

Anbefalt verdi av £ = 1. Legg merke til at
G,, har en betydelig innvirkning p& Gr

\QA ndersen

= 29
G m 1-— 77Vf ( )
hvor
G Gm -1
n=t 1/Gm) (30)
(Gf / Gm) + 6
250
200
Gf/Gm=5,10,20,100,200
£150
8
©100
50

Ensrettede kompositte}
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Poissons forhold

Tverrkontraksjonen eller Poissons
forhold er den siste viktige parameteren.
| farste omgang definerer vi to typer,
major Poisson (vzr) og minor Poisson (vrr)

e v relaterer oy til er

e vy relaterer oy til €,

For & finne v benyttes samme modell
som for E7, men med last parallelt med
fibrene.

Tayninger i tverretning kan knyttes til
tgyninger i lengderetning som faglger
o (er)y = —vysler)s

L4 (€T)m = _um(EL)m

o (e7). = —vrr(er)e

Vha. tilsvarende fremgangsmate som
tidligere kommer man frem til

vrr kan sa finnes ved vir/ErL = vry/ Er

\Q Andersen

VLT = Vfo + Vm‘/m (31)

Ensrettede komposm&
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Innledni
nnledning Spenningsfordeling

e Ensrettede kompositter med lange fiber
har:
e Stor styrke/stivhet palangs. o,
e Liten styrke/stivhet pa tvers.

e Greit hvis belastningen alltid virker i en
gitt retning.

e Dette er et skjeldent tilfelle, ofte virker
belastningen i flere retninger.

e Ensrettede lag kan kombineres. Ulempen
er at overflatelaget, hvor brudd oftest o+do,
forekommer fortsatt er svakt pa tvers.

e Det er fordelaktig med isotrope lag.

Korte fiber med vilkarlig orientering er en Likevektsbetraktning
lgsning. ) p ) p -
Belastningen overfgres fra matrisen til (rr)oy + @rrdz)r = (wr)(0y + doy) - (32)
fibrene. Ende-effekter er neglisjerbare for eller
lange fiber men viktige for korte. Dette doy 2t
ma derfor studeres naermere. Det finnes dz  r (33)
flere teorier. Vi skal se pa skjaer-teorien
av Rosen.
\QAndersen y \QAndersen 9
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Den siste antagelsen betyr at
skjeerspenningen er konstant langs

Antar r = konstant, integrerer opp fiberet og lik flytspenningen i matrisen 7.

2 2
"f:”f“i/o 7dz (349 Ligning (35) blir da
hvor oy, er spenning pa fiberenden. oy o — 21yz (36)
antas ofte lik 0 pga. flyt av matrise neer f T
fiberende. (34) kan da skrives som For korte fiber oppstar den maksimale
2 [F spenningsverdien ved [/2
of = ;/ Tdz (35) o
o - ’ . (Uf)m,ru: =L (37)
Ma gjere antagelse for fordelingen av 7 T

e 7(z=1/2) =009 o(z=0,1) =0 Fib_eret har imidlertid en maksimalvgrdi.

Hvis man antar at den hgyeste verdien er
den som et langt fiber kan oppna vil
folgende gjelde:

e Tgyningsantagelse, e, = ¢ = ¢,

e Matrisen som omgir fibrene er perfekt
plastisk.

\QAndersen y \QAndersen y
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eller
€f =€ (38)

(Uf)mrur _ 2 _ Q

Ef = EC (Uf)mn.l: = ECUP (39)
Den korteste fiberlengden (I;) som gir
maks spenning fas ved & sette (39) inn i

(37)

é _ (Uf)m(u: _ (Ef/Ec)Uc

d 27, 27,

En kritisk fiberlengde, [., som er definert
som den minste fiberlengde som skal til
for & kunne oppna den maksimale
fiberspenning, oy, finnes fra (40)

(40)

lc O fu

== 41

d 2, (41)
\QAndersen y
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T 172

Figuren viser spenningsvariasjoner i
fiber med ulike lengder. Alle fiber er
utsatt for den samme spenningen.

e Denne forenklede teorien stemmer
brukbart med numeriske
elementberegninger n&r matrisen er
antatt & veere elasto-plastisk

\QA ndersen

Kompositter med korte fib%
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Gjennomsnitts fiberspenning

Vi har til na observert at fiberendene
oppnar spenninger langt under
maksimalverdiene. Ende-effektene gjar
at det kan veere hensiktsmessig &
opperere med en gjennomsnittsspenning
som kan benyttes til fastsetting av
stivhetsegenskaper for kompositter med
korte fiber.

Et gjennomsnitt kan skrives som:

1 l
(ffzj/u ordz (42)

\QAndersen y
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Vha. de tidligere antatte
spenningsfordelingene samt (37) og (42)
far man da fglgende gjennomsnitt:

1 Tyl

I
2l
Observer:
e Forenklet modell gir god
gjennomsnittsverdi av spenningsnivaet

e Hvis [ — 50l; oppfarer fibrene seg som
lange fibere dvs at 0y = (0¢)mas

sigma —f / sigma-max

It

Plott av (44)

\QAndersen

of = §(Uf)ma,1: = 73 1< (43)

OTf = (Uf)m,ru:(l ;), [ > lt (44)
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@)mpoﬂttsaninar Kompositter med korte ﬁb% @mpos’ttseminer Kompositter med korte fib%
Halpin-Tsai har utviklet fglgende uttrykk:
Elastisitetsmodul og styrke By 1+ @l/dn.Vy (45)
Em 1— nL‘/f
09
Er 1+ 207V 46
Elementberegninger kan gi verdier for B, 1— nrVs (46)
konkrete problemstillinger, men man der
gnsker seg helst enkle analytiske uttrykk.
T (Ey J/En) —1 (47)
ML= TN 2 o1
(Ef/En) +2(1/d)
o 0og
g —— (Ef/Em) -1
- - - - - nr=-—— (48)
(Ef/Em) + 2
Figuren viser retningshetegnelsene L og
T for hhv lengde- og tverretning.
\QAndersen y \QAndersen y
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Vilkarlig orienterte fiber

Det er ofte gnskelig med kompositter som
har korte fiber med vilkarlig orientering,
dvs. kompositter med isotropiske
egenskaper. Fglgende empiriske uttrykk
benyttes ofte nar elastisitetsegenskapene
skal bestemmes for slike materialer.

random 8 L 8 T
Trandom 8 4

\QAndersen 9

Beregning av styrke

Den gjennomsnittlige spenningen i
komposittets lengderetning finnes vha.
"rules of mixtures”

O, = (ffo +omVim (51)
Setter inn (43) og (44)

1
O, = E(O—f)mn.lrvf + O-m‘/m: ) S lt (52)

l
0. = (af)1n017(1 - 2_})‘//‘ + 0777‘/171-, > Zt (53)

Oc = (Jf)malrvf + U}nvmv > ll‘ (54)

Den maksimale spenningen for
komposittet blir da som falger:

Tyl

Ocu = d Vf + U'm,uv;na l < lc (55)

.
0o = 0u(1 = Vi + (@) Vi, 1> 1o (56)

Ocu = Ufrtvf + (Um)e’j‘,‘/m, > lr? (57)

\QAndersen 9
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Som for kompositter med lange
ensrettede fiber gjelder (56) og (57) for

Vi > Viin. Vi 09 Vi defineres ut ifra de
samme kriterier som for kompositter med
lange ensrettede fiber.

Omu — (U1n)€*

Mn.in = — d (58)
gf + Omu — (O_m,)e?
Omu — (U'm)s*
Vipir =———L (59)
of — (Um,)s’j‘.
\QAndersen y

Analyse av ortotropisk lag

@mposittsa’ninar Analyse av ortotropisk \@

Introduksjon

Komposittmaterialer befinner seg i den
klassen materialer som ligger mellom de
isotropiske og de anisotropiske
materialklassene. Klassen kalles
ortotropiske-materialer.

Forskjellen mellom disse tre klassene
illustreres i fglgende figur.

. Andersen 46,
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Enakset strekk

a) isotropisk
b) anisotropisk
c) spesial-ortotropisk

\Q Andersen

Analyse av ortotropisk Ia}
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Ren skjaer
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Generelt er oppfarselen til et ortotropisk
materiale lik den til et anisotropt. Det
ortotrope materialet har imidlertid den
egenskap at man kan laste i visse
retninger med det resultat at oppfarselen
blir som for et isotropt materiale. Disse
aksene eller retningene er
symmetri-aksene til materialet. Her
betegnes de med T og L.

@mpos’ttseminer Analyse av ortotropisk Ia}

Hookes lov for et ortotropisk materiale

Et anisotropt materiale beskrives vha. 21
uavhengige elastisitetskonstanter.
Symmetriegenskaper gjgr at et
ortotropisk materiale beskrives vha. 9
uavhengige konstanter. De tre symmetri
planene spennes ut av et aksekors
T, T2, T3.
Sammenhengen mellom tgyninger og
spenninger blir da:

£1 S11 Siz Sz 0

£9 Sia Sa2 Saz 0
3 S1z Sz Saz 0

Y23 = 0 0 0 Su

731 0 0 0 0 Sss T3

Y12 0 0 0 0 0 S Ti2
Siju kalles Compliance matrix. Den inverse
matrisen Q;;y kalles stiffness matrix. Dette
kan kokes ytterligere ned i 2-D. Alle ledd

med indeks 3 slgyfes. Vi far:

0

0

0 o3
0 (60)
0

€1 S Sz 0 o1

gg | = | Si2 Sz 0 op) (61)

T2 0 0 Se T12

eller

a1 Qu Q12 0 £1

gy | = | Q2 @ 0 €9 (62)

Ti2 0 0 Qes M2
\&. Andersen 8/ \&, Andersen 5
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Spennings-tagyningsrelasjoner
Vi skal na betrakte et ortotropisk lag med
symmetriakser L og T. Elastisitets
konstantene for dette laget er: £y, Er,Grr
og vrr.

T

Betrakter sa dette laget utsatt for tre ulike
pakjenninger. Enakset strekk i L og T
retning samt ren skjeer-belastning. En
superponering av disse tre gir
spennings-tagynings relasjonen for et
ortotropisk materiale.

ar, ar
€= VT (63)
ar gL
€T = E_T — ULTE—L (64)
TLT
= 65
LT Gir (65)
\QAndersen y

Disse relasjonene kan settes opp i
mariseform. (61) gir at

1

Sn=g (66)
Se =5 (67)
Si2 = _[I;ET = _ll;;L (68)
See = GLLT (69)

Det er ikke likegyldig hvilke verdier disse
konstantene har. Restriksjonene for et
ortotropisk materiale er funnet av
Lempriere og er nevnt i laereboka.

. Andersen 5!
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Analyse av ortotropisk IQ

Vi tenker oss na et generelt ortotropisk
materiale der L-T aksene er rotert en
vinkel 4 i forhold til x-y aksene. Man
kan da etablere fglgende
sammenhenger:
y

T g,

1 \\e (- L

N [ Dy

N X
L -

N Y N

I T T )

ar, 1 [ Oz

or | =[T]| oy (70)

TLT | L Ty
0g

€L T [ €z

er | =[T]| ¢ (7D)

%VLT ] L %7‘1[1]
\QAndersen y
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der
[ 2 2 2sc -|
[T]=| s & —2sc (72)
| —sc sc 02—52J

Dermed kan man skrive

Oz [Qu Q12 0
oy | =[T7" | Q2 Qu 0
0 0 2Q

m[ ] 3
L ey

Oz —Q:ll Q:l.! Q:lﬁ €z
oy | = | Q1z Qn Qu €y (74)

Tay

Try _Qlﬁ Qs Qss Yy
Alternativt
€z Su Sz 0 O;
Ey = [’T}il Slz Sgg 0 [T] Uy (75)
Ve 0 0 1S Tay
€z 511 sz SE@' Oz
Ey = SLU S}z th (Ty (76)
%’hy Si6 Sa6 See Tay
\QAndersen y

@mposittseminar

Overgang til ingenigr-konstanter

Elementene i stivhet og compliance
matrisene er na funnet. Det er
imidlertid, fra et analyse-synspunkt,
agnskelig a finne uttrykk for de kjente
stgrrelsene: F,, I, Gy, v, Samt et par
krysskoeffisienter m, og m,,.

Ved a benytte definisjonene av
elastisitetskonstantene kan man finne
dem en for en.

\QAndersen

Analyse av ortotropisk I@

sy

@Jmposittseminar Analyse av ortotropisk I%

o Benytter (76): £, =% — ¢, = S110, dvs.
Su=2

e Ledd S, i (76):
ST“ = CE(S] 1(:2 + 81232) + SZ(SIQCZ + 52282) + 5262566

° FL, = 'Sy + 5599 + §%¢*Se6 + 2¢25%S1s

e Benytter sc = 1sin(20) og (66), (67), (68)
samt (69)

L cos(0) | sinl0) | 1. 2/ : -
® 5 =5 T Em TS (29)(m_ FIIT)

Pa tilsvarende vis finner man de andre
konstantene

.,1 f ‘
1 sin(8) | cosT(B) 1 n 20 1 2wy
R + =g, tgsin (29)((,«” B, )

(N NN 7/ I NN ST N O 1 9/
‘o, =m T tu (g B ta ta;)os(29)
Yy G, = v Lgp2ogy(l 4 L L B

o F= =S =" — 1sin*(20)(g- + 5= — g+ FE)

Krysskoeffisientene m, og m,, star i
boka.

. Andersen 55,
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Plotting av E,, E, og G,, viser hvordan
disse varierer med 4. | dette plottet er
= 1000, FEr= 100, Grr =170 0og
vrr = 0.31
1.4
L 00000
1.2 Oooooo OOOOOO
19gooe™° ©0000gs
O A
0.8r o A
o Gxy/GIt A
06/ o | o ExE A
04l o, LA EyFl A4
O A
Pog AAAA
0.2t 0 N ]
AAAAAAAAAAAAAEE@%DDDDDDDDDDDDDD
% 0.5 1 15
\QAndersen
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Styrke i et ortotropisk lag

Eksperimentelt

e Styrken til et material eller en
konstruksjon kan bestemmes
eksperimentelt.

e Det er greit hvis den faktiske
belastningen ligner pa den som
teststykket var utsatt for.

e Det er ikke greit hvis den virkelige
belastningen er langt mer komplisert.

e Det er upraktisk, tidkrevende og dyrt &
lage et styrke-kriterium for enhver mulig
belastning.

e Styrken i et ortotropisk materiale er
dessuten retningsavhengig, noe som
kompliserer ytterligere.

Vi sgker derfor en teoretisk lgsning.

e Slagkraftige teorier som kan bestemme
styrkeegenskapene til vilkarlige
ortotropiske materialer teoretisk.

\QAndersen y

@Jmposittseminar

Maksimum spenningsteori

Teorien sier at materialet far brudd hvis
noen av spenningsverdiene i
prinsipalretningene overstiger noen av
de korresponderende
maksimalverdiene.

Folgende ulikheter méa veere oppfylt for
dunnga brudd:

e o < OLy

o o7 < OTU

e 77 < TLTU
Hvis normalspenningene gir
trykk-spenninger maa oy 09 o7y
erstattes med maksimum tilatte
trykkspenninger.

\QAndersen
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Maksimum tgyningsteori

Felgende ulikheter ma vaere oppfylt for
4 unnga brudd:

o e < €Ly

e e < €Ty

® Yor < VLTU
Hvis normaltgyningene gir trykk maa

€Ly 09 ery erstattes med maksimum
tilatte trykk-tgyninger.

. Andersen 59,
& 5y




@)mposinseminar Analyse av ortotropisk IaB

Maksimum arbeidsteori

For plan spenning:
OL 2 or ar OT \9 TLT \2
() P ()P <
oLv oLv oLu aTu TLTU
Ofte referert til som Tsai-Hill teori.

Laminat teori

\QAndersen y
@mposittseminar Laminat teori famposittseminar Laminat teom
Innledning

En av de viktigste egenskapene til
fiberkompositter er at material-
egenskapene lett kan varieres ved a
endre laminatets

e lag-tykkelse
e fiberinnhold
o fiberretninger

. Andersen 62,
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Til de fleste praktiske formal er det ikke
tilfredsstillende at alle fibrene gar i den
samme retningen. Dette fordi lagene
har darlige egenskaper i tverretning.
Man setter derfor komposittet sammen
av flere lag med forskjellige
fiberorienteringer.

\Q Andersen
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spennings-t@yningsvariasjoner
Vi betrakter deformasjonen av et
laminat i x-z planet. Deformasjonene
falger Kirchoffs tynnplate-teori.

Uo

Vi forutsetter v,, = 7., =0

Komposittseminar Laminat 18%

y-retning
Far tilsvarende

v =vy— za—y (80)

Tayninger
@nsker uttrykk for tgyningene. Disse
finnes ved & derivere forskyvningene.

B ou B (9’LL() _ aQ’LU()

p=am = 81
_ “Tor or ‘o (81)
x-retnlng
- - 9 2
U =uy — 2a (77) €, = v _ v _ z8 11;0 (82)
der oy dy oy
8?00 2
= 78 ou Ov Ouy O o0“w
T o =y ooy T aw  Coway &
Dette gir y y y
8’(1)0
=y — 20 7
w= g = 2 (79)
\QAndersen y \QAndersen 9
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Denne spennings-tgyningsrelasjonen
kan uttrykkes ved hjelp av midtplans-
tayninger og krumning pa felgende
mate:

€s e ks
€ = e§ +z4 ky (84)
Yy Vay kr,y
der midtplanstgyningene er
0 Jug
667 591:
"
doh ol (85)
Y dug y v
zy dy T oz
og krumningene
a2
ko 7
x Pa
Ry ¢ =—3 G (86)
kay 232%‘0
dzdy

Vi ser at tgyningene varierer lineaert
over tykkelsen.

. Andersen 66,
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Hvis vi har et laminat med n lag, kan
spenningene til ethvert lag finnes fra
folgende forhold: (for lag k)

Oz @11 (?12 @16 e [(?11 le Q]G-I ks
oy ¢ = |Qiz Qu O € ¢4z Qi Qu Qu k,
P 2 Uy |_QIG Qa6 QGGJ o Ukay

Q15 Qas Qoo
Der [Q] er stivhetsmatrisen med
leddene

Toy

Qu = Qucos'd + Qusin'd + 2(Q1a + 2Qgs) sin’fcosd

Qo = Qusin'® + Qaacos'0 + 2(Q1a + 2Qgs) sin*bcosd

Q2 = (Qu + Qa — 4Qus)5in’cos™0 + Qs (cos™0 + sin'f)

Qo = (Qu + Qa2 — 2Q12 — 2Qss)sin*0cos>0 + Qea(cos" + sin'f)
Qi = (Qu — Q2 — 2Qss)cos 0sind — (Qn2 — Qua — 2Qig)cosfisin®f
Q= (Qu — Qua — 2Qus)cos05in’8 — (Q — Quz — 2Qus)cos Osind

Ut i fra 0 — e sammenhengen over kan
vi se at variasjonen i et hypotetisk

variasion karakteristisk spennings
ave E-modul variagon

. Andersen 67,
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Laminatets stivhetsmatrise

Spenningenei et laminat varierer fra
lag til lag. Derfor er det hensikts-
messig & behandle et enklere, men
ekvivalent system av krefter og
momenter som virker pa hele laminat-
tverrsnittet. Laminatets totale tykkelse
er gitt som h.

/ )
x x
Nx / Mxy

s

Neoo s

Komposittseminar Laminat 19%

De resulterende krefter og momenter
er definert som falger:

2
N, :/ odz

%
4
N, = / oy (87)
-2
i

Nz’,g/ = /h’r.r,ydz
-2

\QAndersen @ \QAndersen 9
@mposittseminar Laminat te% @Jmposittseminar Laminat Ie%

Likeledes finnes resultantmomentene
ved & integrere spenningene ganger
momentarm m.h.p midtplanet over
tykkelsen h.

h

2
o,2dz

S
[
T

[E RN

oyzdz (88)

=
I
—

RN

M,y = \ Tay2dz

N, N,yogN,, har enhet kraft pr.
lengdeenhet, og M,, M,0gM,, har enhet
moment pr. lengdeenhet.

—

. Andersen 70,
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De 6 kraft og moment resultantene
former et system som er statisk
ekvivalent med spenningssystemet pa
laminatet, men som er pafart det
geometriske midtplanet til laminatet.
Dermed har vi fatt et system som ikke
inneholder laminattykkelsen eller
z-komponenten eksplisitt.

. Andersen 71,
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Vi skal nd betrakte et laminat satt
sammen av n ortotrope lag.

midtplan

Kraft-moment systemet som virker pa
midtplanet til laminatet finnes ved &
bytte ut de kontinuerlige integralene i
likning (87) og (88) med summene av
integralene som representerer bidraget
fra hvert lag i laminatet.

\QAndersen
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Vi far:

nf>

og

Spenningenei likning (89) og (90) kan
skrives om ved hjelp av midtplans
teyninger og krumninger. Dermed kan
resultant- krefter/momenter relateres
direkte til midtplanstgyninger og
krumninger av normalflaten.

\QAndersen

Nr K Oz n hy O

N, ¢ = / oy pdz= / oy dz (89)
—h h

AN-.ry 2z Tzry k=1 k=1 Ty k

Mr % Oz n hy Oz

M, »= / oy ¢zdz= E / ay 2d2(90)
h

A’Imy oz Ty k=t i Ty k

Laminat 19%

@Jmposittseminar

Vi far:
@ Q2 Qs €
le sz Qzﬁ 62 dz}
k ’7’gy

N‘L‘ n
sl
Ngy =t |71 [Qis Qus Qus

h
hy, (:2“ (:2]2 (:2]6 ]‘
# ) 1|2u Qu Qul 14
Bt [ Qrg Qs Quel , L K
og

M, n hy (:211 le QIG 62
M, ;= / (X)IZ sz Qzﬁ 65/] zdz}
M., k=t {771 [ Qi Qus Qus . Uy

o~

I

Likning (91) og (92) kan forenkles
siden midtplanstgyninger og
krumninger forblir konstante over hele
laminatet. Det samme gjelder

[Q]-matrisen. Disse kan derfor settes
utenfor integrasjonstegnet.

\QAndersen

y } zdz} (91)

wo [Qu Qi Qs ke )
+/ { @12 Q2 Qo ky ¢ 2%dz {92)
Mot Qi Qus Qo) g \ Ky
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Qlﬁ Q26 Qﬁﬁ

D

k=1

\QAndersen

M, n Qn (:212 Qm hy Flr]
() ERE I
M., k=1 [ Qs Q2 Qo) . Pa-t Yoy
n (:211 (:Ju (:Jm hye ki
+{ |:(_212 (_222 Q26:| / 22(12}{ ky
L hp_ 13
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Definerer vi matrisene A, B og D som
antydet over, far vi ved & kombinere
likning (93) og (94) den konstitutive
likningen for laminatet:

@)mposinseminar Laminat tea\
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A,B,D matrisene

e Aksialstivhetsmatrisen relaterer
resultantkreftene til midtplans tagyninger.

N A B] (0 e Bgyestivhetsmatrisen relaterer
{ M } = [B D] { 1 } (95) resultantmomentene til krumningene.

. e Koblingsstivhetsmatrisen angir koblin
Matrisene A B og D kalles meIIon?bgyning og forlengelge. Norma?l-
henholdsvis: og skjeerkrefter gir ikke bare midtplans-

e “Extensional stiffness matrix” tgyninger, men ogsa vridning og
(Aksialstivhetsmatrise) bgyning. Tilsvarende vil torsjon og
e “Coupling stiffness matrix” bgyemoment fgre til midtplanstgyninger.
(Koblingsstivhetsmatrise) Koblingen skyldes generelt ikke-
« “Bending stiffness matrix” symmetrisk oppbygning av laminatet.
(Bgyestivhetsmatrise)
\QAndersen y \QAndersen y
@Jmposittseminar Lamlnalte% @mposittseminar Lammalle%
Sammensetning og egenskaper
e Symmetriske laminater: Analysen av et
Det er mulig, og ofte snskelig & sette laminat blir sveert forenklet dersom
¢ ; : koblingsstivhetsmatrisen B = 0. Det kan
sammen I_amlnatet s_llk at noen ledd i gjores ved & konstruere laminatet
:cammlzjltsnvheltsmatrlsen bd“r 0_.kD_ette symmetrisk om midtplanet. Det vil si at
orenxier analysen, og enda v fugere, ethvert lag overmidtplanet har et
man kan unnga ugnskeqe koblinger tilsvarende lag med lik avstand under
mellom bgying og strekking eller ;
S midtplanet.
vridning, samt normalkrefter og
skjeertgyninger. Slike koblinger kan gi
ugnskede spenningerien
konstruksjon der det er restriksjoner
pa deformasjonene. Vi skal se pa
noen slike laminater.
\QAndersen y \QAndersen y
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e Ensrettede, krysslags- og vinkellags
laminater: Man vil ogsa oppna
forenklinger ved a lage et laminat som
oppfarer seg som et ortotropt lag med
hensyn pa krefter og tayninger i planet.
Dvs. at det ikke er noen forbindelse
mellom normalspenninger (eller krefter)
og skjeertgyninger. Dette er mulig hvis
A = Ay = 0. For & fa det til ma det for
hvert lag med orientering 6, finnes et lag
av samme tykkelse og med samme
ortotropiegenskaper, men med motsatt
orientering (- 6 ). Lagenes posisjon i
forhold til hverandre er uvesentlig.
Alternativt kan man orientere lagene O
eller 90 grader.

@mposittseminar Laminat 19%

Man kan ogséa vurdere & forenkle
bgyestivhetsmatrisen D. Siden Qs og
Q6 er odde funksjoner av 6, vil disse
leddene blir null nar alle lagene har
orientering O eller 90 grader, eller hvis
hvert lag med orientering 6 en avstand
over midtplanet, har et identisk lag i lik
avstand under midtplanet, med motsatt
orientering (- ).

Slike laminater vil imidlertid ikke veere
symmetriske om midtplanet, unntatt
for krysslagslaminater med orientering
0 og 90 grader. Hvis laminatet bygges
opp av lag med annethvert lag med
positiv og negativ orientering, vil

Dy og Do leddene bli sm4, seerlig hvis
laminatet er bygd opp av mange lag.
Da vil bidragene fra +6 og - 0 lag
kanselere hverandre.

\QAndersen y \QAndersen y
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Oppsummert for ensrettede, krysslags-
og vinkellagslaminater:

e Ensrettede laminater. (Alle lagene har
samme orientering.)

e Krysslagslaminater. (Lagene har kun
orientering O eller 90 grader.)

e Vinkellagslaminater med likt antall lag
orientert i en vinkel +/-0 grader.

. Andersen 82
& 82/

e Kvasiisotrope laminater:Dette er
laminater av stor praktisk betydning. I et
kvasiisotropt laminat vil aksialstivhets-
matrisen A, veere isotrop. Det vil si at
elastisitetskoeffisientene er uavhengige
av orienteringen i planet.

For a fa det til ma det kun veere 2
uavhengige elastisitetskonstanter som
for et isotropt materiale.

Man far et kvasiisotropt laminat ved &

oppfylle falgende krav

e Laminatet m& minst inneholde 3 lag.

e Alle lagene m& ha lik stivhetsmatrise
[Q], og lik tykkelse.

e Lagene ma veere orientert med
vinkelen 7/n mellom hvert lag.

. Andersen 83,
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Spenninger og tayninger i laminatet

e @nsker spenninger og tgyninger til hvert
av lagene i laminatet.

e Trenger da en metode for & finne
midtplansspenningene og tgyning

e Belastning og oppbygning av laminatet er
kjent.
Ser pa likningene for N og M i den
konstitutive likningen (95) hver for seg:

Komposittseminar Laminat 18%

Fra (96) finner vi
{"} =[A"{N} - [A7YB]{k} (99
Setter (98) inn i (97)
{M} = BJAT{N} - (BIIA™'][B] - [D]) {k}
(99)
Definerer
o (A=A
* [B]=—[A""][B]
o [C]=[BJAT]=—[B]"
* [D] = [D] - [B][A][B]
settes inn i (98) og (99) far vi
{"} =[A{N}+[BT{k} (200

{N} =[A1{e"} + [BI{k} (96)
M} =[C{N D*{k 101
\QAndersen y \QAndersen g
@mposittseminar Laminat te&\ @Jmposittseminar Laminat Ie%

Lgser (101) mhp. krumningen
{k} = D" {M} - [D"N[CI{N} (102
Setter (102) inn i (100)
{"} = (A" - [BY[D"Y[C]) {N} + B][D"'] {M} (103)
Forenkler
o [AT=[A"] - [BY[D'][C"] = [A"] + [B*][D*~][B*]"
o [B]=[B"][D"]
o [C]=—[D[c] = [B]" =[B]
« D] =[]
Vi har da den fulle inverterte
konstitutive loven

(B

. Andersen 86,
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Laminatet etter initielt brudd

Bruddi Tag

LAST

FORSKYVNING

e Til nd har vi forutsatt at laminatet er
inntakt. Nar lasten gker i intensitet vil
imidlertid spenningene forarsake brudd.
Dette kalls FPF eller "first ply failure”.

e Etter FPF vil oppfarselen fravike (95) og
bli diskontinuerlig i sin oppfersel. Etter
som lasten gker vil jo flere og flere lag
ryke.

e Forventet oppfarsel blir derfor som vist i
figuren over.

. Andersen 87,
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Man antar at responsen er lineaer
mellom to diskontinuiteter da lagene
har en lineaer oppfarsel fram til brudd.
(95) gjelder derfor for hvert inkrement,
man skriver da

Merk at

e A£A

eB #B

eD+#D
De nye matrisene blir modifisert for
hvert lag som ryker.

\QAndersen
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Modifiseringen er avhengig av flere
faktorer

e Hvilket brudd-modus.

e Avhengighet mellom lengde- og
tverretning.

e Antatt stivhet for lag med brudd.

\QAndersen
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Inkrementene funnet fra (105) blir lagt
til som falger

Spenningene i hvert lag finnes sa fra

Oy (:211 (?12 (:216 ‘2 QII (212 Qlﬁ ks
ay = le (222 QQG Fg +z (212 sz Qzﬁ ky
Toy ) Qe Qa6 Qus], | Yay k

Qs Qs Qus Ky
\QAndersen

Nr ‘NJ? AJVJ?
N, p =4 N, + ¢ AN, (206)
NJ:y NJ'y i1 ANJ:y i
MI? MI? A]\4-17
M, = M, +4 AM, (107)
ery MJ:y i1 AMJ:y i
e e Aél
62 = 62 + Aeg (108)
Yoy v )i LA, ),
k, ks Ak,
ky p =<k +1 Ak, (109)
kry kry i1 Akmy i

Laminat teon\
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Eksempel
e Krysslagslaminat: n lag, [ 0-lag og m
90-lag, n=1+m
e F; elastisitetsmodul, lengderetning
e Fr elastisitetsmodul, tverretning
e Bruddtayninger: ey, ey
e Primeaer modul £
e Sekundaer modul F;
Rules of mixtures gir oss
l

Forutsetter at alle lag er inntakte

Brudd i 90-lag nar kompositttayningen
nar ezy. Spenningen i komposittet ved
bruddet i 90-laget er dermed

Nar totalspenningene i komposittet
overstiger o4 tas hele lasten opp av
O-lagene

E, er dermed lik modulen for O-lagene
korrigert for areal-reduksjonen

\QAndersen

E=-B+" 8 (110)
mn n

[y EGTU (111)

1
E,=-E; (112)
n
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Kompositt-bruddet kommer nar
kompositt-tgyningen nar ey. Vi antar
at 90-lagene ikke relakserer mhp.
spenningene. Bruddspenningen kan
dermed skrives som:

@mposittseminar Laminat 19%

or = oa+ Elerr — erv) (113) Det er gnskelig & skrive (115) p& formen
. €= %E, 0>0y (116)
E der E, kalles effektiv-modul.
% Uttrykket for E, finner man ved & sette
y (115) lik (116)
€n= &y &Ly E
E.= (117)
1+ [(E/E,) = 1][L = (04/0)]
Basert pa figuren
€= %, 0< 0y (114)
€= % + %, 0>0y (115)
\QAndersen y \QAndersen y
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o Formen p& kurvene er avhengig av
£, hvorledes spennings-tgynings kurven
a ser ut for 90-lagene.
A
C)'A . Ee
En = &y &y ’

Uttrykkene (114)-(117) gjelder for
monotont gkende last. Avlastingsveien
er derimot avhengig av om man har
passert o4 eller ei.
00 <0y
e Palasting OA, avlasting A0 (114)
©e 0 >0y
e Palasting OA-AB (114)-(115), avlastning
BO (116)*
e Palasting OB (116)*, avlastning B0 (116)*
osv.
Kommentarer:
e (116)* modifisert (116) der o = o,
(maksimal palasting fer avlasting).
e Palastningen som fglger farste avlastning
falger ikke lenger OA-AB da fibrene ikke
har full virkning lenger.

. Andersen 94,
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— 90lag .7
—Olag” ,
— Tot t //////

s

e A: Ingen spenningsrelaksasjon (Slik vi
har i vare figurer)

e B: Relaksasjon: Lastkontroll
e C: Relaksasjon: Forskyvningskontroll

. Andersen 95,
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